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Transportprobleme
Das saudische Llnternerunen Bin_ Faisar co. produziert in drei orten (in Jeddah arnRoten Nfeer' in Dammarn arn Ä,r'abischen Gori und ilr crer Haupts"aii"r^ar,r des Kö_nigreiches Saudi-Arabien zement gleicher r.rt und Güte. Die Abneru'er dieses Ze_mentes fi-age' in folgerrden orten nacrr: in der Hauptstadt Riyadrr, in Abha ir. z\sir_g^t!']gt' in der heiligen stadt Nl€dina uncl in der Industriestadt Ju6ail am ArabischenGolf. In der folgenden Transporhnatrix sind in der rechten Spalte die Angebote derjeweiligen Produktionsstätten und in der unterert zeile al. g.d".f"".r,g.n a.. ab_nehmer erfaßt. Die Kosten je Menge'einrreit auf cren zulässigen -rransportrvegen wer_den (linksbündig) in den Zellen derl Matrix wiedersegeben.
nacl l
volt
Riyadh Abha IVIedina Jubail ,lngebot
Jeddah 6 6 3 l 1 9Dammanr 3 15 2 9tuvadh I 9 i l 3 2




sie das allgerneine klassische Tr'zursporrprobrem ars Enrscheidungs-
b) Das Transportproblem der Bin Faisal Co. kann mit Hilfe der simplex-Nlethodegelöst werden! Erstellen sie hierzu das notrvendige Ausgangstabr.o,ri 
-
c) Die heuristischen vefaluen zur Lösung des krassischen Tra'sportproblerns lassensich in die Eröffirungsverfaruen u'd i' die vetbesserungru.ral,l.n-urrtertejieu.
Erlä'tern Sie kurz diese unterleilungr Er.örtern sie die Värgehens,veise bei demNordrvest-Ecken-verfarrren, der rvrairix-Nrinimie.rngsm.tt,ä. una Jem voger_schen Approxirnationsver{ahre'! Gehen Sie dabei auf die spezifische' Eigen_schaften einr Ermitter' Sie rnit I{irfe dieser Metrroden jeweils ai.ä"rg."gr,ur".gfür' das geschilderte Transportpr.obleml
d) l:rläutern Sie das Stepping-Stone-verfahren! Errnitteln sie mit Flilfe clieser ]vte-thode - artsgehend vott der Arrsgangslösung cles Matiixrnininrierulgsverfaiu.ens *dcn optirnalen T'r ansportplan I
e) Die heil ige Stadt lvtedina darf nur von Nrosrerns betreten werclen. das gilt arrch fürdie lvl itarbeiter des unternehrnens Biu Faisal Co. tn Jeddah steht aliertl ines ft ir
den Transpott des Zenten-ts kein entsprechender lvlitarbeiter zur Ver{iigung Wie
kann die sonrit nicht zulässige verbindung von Jeddah nach tr,iedina im arsatz
gespent welden? Erntittehr Sie rnit dem Vogelsclieu Approximationsverfahren
eiue Startlösungl
Lösung
a) Ausgangssituation: Das hornogene Gut a wird in den Nlengen a; an den orten
r:1,2. . , n (Angebotsorte, Quellen) a'geboten. Es wir.d in den iVlengen bj an ver-
sclriedenen Orten j :1,2,..., m (Nachfrageorte, Senften) benötigt. Das Gut wird von
den Angebotsolten zu den Nachfrageorten transportiefi, wobei die linear mengen-
abhängigen Transportkosten zwischen verschiedenen Orten untersciriedlich sein kön-
nen. Zwischen den orten i und j betragen die Transportkosten k,, je Nlengeneinheit.
Das Ziel ist die Mrnirnierung der Transportkosten. wobei das Arrgebot der euellen
ausgeschöpft sowie die Nacirfi'age der sen-ken gedeckt werden soll. Gesucht sind die
Nlengeneinheiten x,, (Entscheidungsvariablen), die vori den jeweiligen Angebotsorten
i zu den Nachfi'ageorten j fransporliert rverden sollen.
Die Z i e lft ut lc ticrn lautet
Nebenbedingungen:
( i )  I x , ,  = a ,
-I(2) 
.L *,,  = b,
( 3 )  x u  ) 0
i,r  'x i . i  -)  N' l in. !
für alle i : 1, 2, ..., n
fü r  a l l e  j  :  1 ,2 ,  . . . ,m
fü r  a l l e  i :  1 ,2 , . . . ,  n  und  a l l e  j  :  l ,  2 ,  . . . ,  m
K = I I K
Die Bestandsbedirrgung (1) solgt für den Abh'ansport aller gelagerten lvlengen. Durch
die Bedarfsbedingung (2) wn'd die Deckung der Nachfrage gewährleistet. Amnahme-
gemäl] entspr.icht das Gesarntangebot dem Gesanrtbedar{ ResLriktion (3) ist <iie
Nichtnegativitätsbedingun g.
Die Zuoldnung von Quellen und senken ist beliebig rnögtich. streckenspezifische
Transportkapazitäten bestehen bei diesenr eiuperiodigen IVIodell nicht.
b) zielfuftt ior: Die Zielfunktion im konkreten Beispiel ergibt sich aus der Summe
der rnit den'l'ransportl<osten k,, zrvischen den Often i und j rnultiplizierten'l-ransport-
lnengen x,, . Diese Gesarntkosten K gilt es zu minimieren:
K - 6 x , ,  t 6 x , . - t  3 x , ,  + l l x , .  +  3 x , ,  +  1 5 x , ,  t  l _ - 1  x , ,  1 2 x . . , . 1  x ,  - t  9 x , ,  t  l l x r ,  + 3 x r . ,




+ x j ,  + x , .  * x , "  = 9
+ x , ,  + X , .  * X " u  = P
+ x , .  + x . ,  * x r .  = 2
X r r
^  2 1
, ^ ] l
Die Bedarfsdeckung in den senken Riyadh (s fiir. Senke), Abha. Medina und Jubairrnuß realisiert werden (Bedar fsbeclingungen) :
Riyadh (s) : x, + x,, * xr, = 4
Abha:  x , ,  *  Xr .  + xr"  = 3
lv ledina:  xr . :  +x2r  +xr ,  =g
Jubail: x,o * xr. * xr. = 5
Gemäß Aufgabenstellung entspricht das Gesamtansebot
werls 20 lv{engeneinheiten. Eine weitere Restr.iktiÄ istgung x i  > 0.
dern Cesanrtbedar.f mit ie-
die Nich rnegativitäf sbedin_
Als Ausgangstableau des Simplex_Algoritlunus ergibt sich (ohne cliekünstlichen Vzu iablen): Spalten der
Krr x l ' t B
, -  
: l ' -  2 l RS







Nachriclttliclr. Nach Durclfürurrng des Sirnplex-Algorithmus (nach elf Iterations-scluitten) ergeben sich als Transportrneng.,i r. l.t. Optimalkisung, *,r-= l, x,, =8,
x:r =4, x:+ =5 und Xr: =2. Die rninimalen Transportkosten betragen T0Geldein-
heiten (GIl) Diese Lös.ng ist in rblgenden Tableau abgebir<iet, wobei trie recrrts-bündigen Zahlett in den Zcllen die 'Iransportr.renge angeben.
uacl l
von
Rivadh Abha Medina Jubaii ,lrrgebot
Jeddah 6 0 6 3 I l t 0 9
Damrnam 3 4 t 5 0 l i 0 5 o
tuyadh 0 o 2 t l 0 l U 2
Nttchfi'a.ge 1 3 6 5 K :  i 0
Die heute efhältliche Standardsoftw,zue ist in der Lage. auch Trausportprobleme
größeren Umfangs auf der Basis cler Linearen Optirnierung zu lösen.
c) Transportproblerne sind in der Praxis rneist seiu' komplex und umfangreictr. um
eitren hohen Rechet.raufi.vand zu vermeiden, wurden in der Vergangenheit heuristische
verfaiuen (Näherungsvefaluen) entwickelt urd eingesetzt. i\Iit Hilfe von Eröff-
nungsverfairren werden Ausgaagslösungen geschaffen. Darauf aulbauend werclen
durch Verbessemngsver{alu'en mit wenigen Iterationsschritten Problemlösungen er-
rnittelt, die cler optimalen Lösung nahe kommen oder dieser entsprechen. Ais Eröff-
nungsve|falren konlmen dabei vetschiedene iVlethoden zur Anwenduug: zum Beispiel
das Nordrvest-Ecken-Ver{afu'en, die ivlatr.ix-fulinimummethode und das vogelsche
Approrimationsverfahren. Das MoDl-verfaluen und das stepping-stone-verfaluen
sind mögliche Verbesserungsverfalren.
Eröffirurgsverfahren:
Beirn Nrtrclwe,st-Eclien-1"'erfalrren b ginnt clie Tialsportmengenzuoldnung im Nord-
westen: der linken oberen Ecke, im Beispiel also bei der Trmsportverbindung von
Jeddah nach fuyadh. Hier wird unabhängig vou den Transportkosten die maxilnal
mögliche Tlansportrnenge zugeordnet. Danach wird gleichermaßen mit der benach-
barlen Transportverbindung von Jeddah nach Abha (zeile'lveises vorgehen) bzrv. rnit
der vetbjndung von Danmam nach Riyadh (spaltenlveises vorgehen) verfahren.
Ausgehend vott det linken obelen Ecke wii'd sich zeilenweise oder spaltenweise bis
zul rechteir unteren Ecke, der Südostecke, volgearbeitet. Die ejnfache vorgehens-
weise des Nordlvest-Ecken-verfalrrens ist matrixabhängig. Da die Transpoitkosten
bei der Zuordnung unberücksichtigt bleiben, sild tlie ermittelten r\usgangslösungen
metst mangelhaft und et{ordern anscliließend viele Schritte in den Verbessellmss-
velfaluen-
Irn Beispiel ergeben sich als Ausgaugslösung folgende Transportrnengeni x,, =zf ,
xn  =3 ,  x , .  - - 2 ,  x : . ,  =6 ,  x . r  =3  und  X , .  - 2 .D ie  Gesamtkos ten  bc t ragen  l 3S  GE.
n a c h Riyadh Abha Nledina Jubail tlttge bol
Jeddah 4 6 J 2 l l U
Darnntanr 3 0 t 5 0 l l 6 2 -1 I
Riyadh 0 9 0 il U l 2
Noc'hfntpe 3 ö J K  -  1 3 8
Die Transportkostenzuordnung begilrnt bein l,fqtrixnrininurnn,erfohren in dern Feld
der Matrix, das die geringsten Transportkosten aufweist. Dort wir.cl die nraxrmal
mögliche Transportmenge zugeteilt. weitelhin wld jeweils dern h.ansportkosrengün_
stigsten leld del Restmatrix die maxirnale Transportmenge zugeordnet. Die lvlethode
zeicluret sich durch einen kostengünstigen BegirLn aus, da die absoluten Kosten maß_
geblich sind. Durch die Einscluärrkung des Fleüeitsgrades lverilen jedoch zum Ilncle
selu ungünstige Zuteiiungen getioffen.
Folgende Trauspoftmengen rgeben sich im Beispiel als Ausgangsrösung: Xr: =1,
Xr :  =8,  X:r  =2,  xzt=2,  x ,  =5 und xzr=2.  DerZie l fu lk t ionsrver tbetr 'ägt78GE.
l ru lr
v0lI
Riyadh Abha Medina Jubail ,4rtgehot
Jeddah 6 0 6 3 I 1 l 0 I
Damrnam J z 2 I J 0 2
tuyadh 2 9 0 l 1 0 3 0 2
Nachfi dse 3 B 5
Das llogelsche Approximatiortst,er/ahren ist aufivendiger als die bisher beschriebenen
Verfaluen. Zuelst wetden die Kostendifferenzen KD zrvisclren dem günstigsten und
dem zweitgünstigsten Feld der Matrix ftir jede Zeile und jede spalte berecluret. Die
Zuordnung beginnt dann im giinstigsten Feld der Zeile oder spalte, die die größte
Differ"enz aufzeigt. Dieser Transpotwerbindung wird die maxirnal mögliche Trans-
pofttnenge zugeteilt, da die Kosteusteigerung besonders groß wäre, werur statt dessen
z. B. die nveitgünstigste Transportrröglichkeit dieser Zeile oder spalte genutzt wer-
den tr'ürde. Arrs dem Tableau ergibt sich eine Restrnahix, in der Zeilen und Spalten,
bei denen das furgebot erschöpft oder die Nachü'age befriedigt ist, nicht melu in die
Betrachhrng einbezogen werden. Nun lverden die Differenzeu fiir die Restmah'ix er-
mittelt und die Tlansporimengen fortlaufend gleichermaßen mgeordnet. Das Verfah-
ren bezieht somit die Interdependenzen der Kostenstruktur in die Ausgangslösung eiu
und erreicht meist sehr gute Lösungen, die del optimalen Lösung nahe komnen oder,
wie irn vorliegenden Beispiel, sogar entsprechen.
Als Ausgangslösung ergeben sich mit diesem velfahren folgende Transpoltmeugen:
x rz  =1 ,  xn  =8 ,  X : r  =4 ,  x " . r  =5  und  x t r=2 .  De tZ ie l f unk t i onsn 'e r tbe t räg t70GE.
lach
von
Riyadh Abha Medina Jubail Attgehol KD
Jeddalr 6 6 J 8 l l 9 J
l)anunanr 3 t 5 l 3 2 I I
Riyadtr I l l l 2 2
Nttclt{tdee "t 3 ,9 5
KI) 2 l I
naclr Riyadh Abha Iviedina Jubail Atrgeboi KD
Jeddah 6 6 I 3 8 il 9 0
Damr.nanr 3 1 5 l 3 0 7 9 I
Rivadh o 1 l 0 3 2
Nttchftuge J 3 8 J
KD 2 J I
lach Idyadh Abha N.fedina Jubail ,lttgehot Kt)
Jeddah 6 0 6 l l 8 u 0 9
Dammam 3 I J U 2 9
tuvadh I I 2 il 0 3 2 2




Riyadh Abha lVledina Jubail ,lngebot
Jeddah 6 0 o 3 8 il 0 9
Damman-r 3 4 l 5 I J 0 2 5
tuvadh 0 9 2 I t 0 3 0 2
Noc/rfrage 3 I J K :  7 0
d) Das Stepping-Stone-Verfaluen zählt zu den Verbessemngsverfaluen und liefert auf
der Gnurdlage eiler Startlösung nach endlich vielen Interationsscluilten die optimale
Lösung des Transportploblems. Gegeben ist im Beispiei die rnit dern Matrixmini-
munverfahlen ermittelte Start- oder auch Basislösuns:
nach
von
Rryadtr Abha Nledina Jubail Ätrgehol
Jeddah 6 0 6 I J 8 1 1 U o
Dammanr 3 2 l 5 2 0 2 5
Rivadh I 2 9 0 1 l 0 3 0 )
Ndchfi ase I 3 5 K - - 7 8
hn Rahmen des Stepping-Stone-Verfaluens rverden die Grenzkosten fiir Transport-
stlecken errnittelt, die in der vorgegebenen Basislösrrng lrisher njcl.rt benicksiclrtigt
wurden. Die Glenzkosten besagen, um wieviel siclr die Gesamtkosten ändem, rvenrr
* untel Einhaltung t let Restr ikt ionen - auf bislang unbelt icksichtigten Transpoltstrek-
ken eine Nlengeneinheit h'ansportier.t wird. Zul Bestimmung der Grenzkosten del so-
genanllten Nichtbasisvariable muß der gegeberre l'ransportplan so veräntlert werden,
daß rviederum ein zulässiger' fransporlplan gebildet rvird.
Beispiel:  Für'die Ennitt lung der Grenzkosten der Transportstrecke von Riyadh nach
Abha (x.,) ntuß vorn Angebotsort Darnmarn eine iVlengeneinheit rveniger nach Abha
transport iett  werden. I) iese wird nunurelrr von Darrrnranr nach Riyadh ge l iefert.  Darrr i t
___T
der Abuehmer in fuyadh nicht zuviel erhält, rvird die Transporftuenge utnerhalb der
saudischen Hauptstadt um eine Mengeneinheit veningerl, welche nun rviederum
durch die Bi1 Faisal Co. von fuyadh nach Abha transporliert werden ka1111 (siehe
üerzu die geschilderte Transportinetlgenveränderung in nachfolgender Abbiidung).
Die Gr.enzkosten tverden ultel Zuhilfenalme der streckertspezifischen Transpott-
kostenbest igrmt:  -15+l- l r -9=-q.  Die Val iable x, .  hatbeigegebenerBasis lösung
einen Gfenzkostensatz iil IIöhe von -4 Celdeinheiten je Mengeneinheit.
rrach Riyadh Abha Ir{edina iubail Angebot
Jeddah
o
Danrma + 1 - l 9
Riyadl - t + l 2
I 3 J





tuyadh Abha Nledina Jubail Atrgebol
Ieddal 6  + 8  0 6 I 3 8 t 1 + 1 8  0 9
Dammam 3 2 t 5 2 t l i t 0 2 ) v
Rivadlt
') 9 0 l i  + l J 0 3  + J  0 2
Nctchli age -t 3 ö 5 K : 7 8
Diese Grenzkostensätze ergeben slch aus folgender.r Schleifen:
dieser Schleifen die Grenzkosten
Die ennittelten Glenzkostensätze
frir alle rveiteren Nicht-
sind in folgender Abbil-
K , ,  i  X : t  X t :  X t z
-  t  r ' 9  - - 6
x r r
+ 6
x r :  x r t  x : .
+ 6  - 1 5  + 1 3
x *  x r t  X , t  X : . 1  x : t l
- 3  ' l - 6  - l  + l l  = + 1 3
n r o  I  X : - ,  X : a  x r :  X H
= + 8  - Z  ' + - 1 5  - 6  + 1 1  = + 1 8
x : z  i  x : :  X : t  X ; t  x ; :
= r - l  - 1 5  r - l  - l  + 9  : - 4
x :+  X  z t  X : r  x ; r
- 2  ' + 3  - 1  + 3  = + 3
? \ : 3  '  ' l l
- J
xr:  !
solange es Nichtbasisvariable mit negativeu Grenzkostensätzen gibt,  können die Ge-
sarntkosteu der volllegenden Basislösung verlüigell werden. I)ie Crenzkosten tler
Variable x,.  gebeu z. B. an. daß sich die l(osten um 4 Geldeinlteiten verr ingern'
rvenrr eine Menge,reinheit von fuyaclh uach Abha geschickt wixl. Die_'l rauspotl-
i l tenge wild . lur ih die gegebenen'fransportmengen der dazugchörigen Schleife be-
stirnrnt. [.rn keine Restfiktion zu verletzen, kalrn tlie 1't'anspottmeuge del Nichtbasts-
variahle nur so weit elh(i l r t  wert len, bis eirre cler bisherigen Basisvariablen aus t lern
'fransporlplan verdrängt ist.  Da die entsprccheuden Basisvariatr len (x. ' ,  x. '  )  jervei ls
"ru. i  N4.r ig.,reinheiten aufrveisen, eutspriclrt  cl ie rnaximale mi)gl iche Erhöhurrg der
-,f
Transporhnenge der Nichtbasisvariable x, im vorliegenden Fall zwei lvlensen_
einheiten.
Folgende Abbildung zeigt den verbesserten Transporfplan ach dem ersten Schritt des
Stepping-Stone-Verfahrens sowie die anschließend ennittelten Gren-z*ostensätze. D r
Zielfiuktionswert behägt nunmelu 70 GE. Die Transportkosten köoxen nicht weiter
vemingert werden, da jetzt alle Grenzkostensätze > 0 sind. Der optirnale Transport-
plan ist gefunden.
e) Der nicht zulässigen Verbindung von Jeddah nach Nledina kann im T'ableau der
Kosterrtoeffizient k,, = m zugeteilt werden. Ivlit dem Vogelsctren Approxirnations-
verfahren ergibt sich lolgende Startlösung, die nach überprüfung durch die Simplex-
Nlethode auch der Optimallösung entspricht:
nach
von
Riyadh Abha lvledina Jubail Angebot
Jeddah A 4 6 3 O 0 i t 2
Danrmam J 0 l 5 0 l 3 6 2 3
fuvadh 0 9 0 l t 2 3 0
Nachfrase 4 3 5 K :  I 7 O
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tuyadh Abha lvledina Jubail Angel:ot
Jeddah 6  + t  0 6 l 8 il + 1 8 0 o
Damnram l 2 i 3 + l 0 2 5 9
Rivadh I g I r-t l l  + 1 3  0 3  + J  0 2
Nachfi'age 4 3 ö j K : 7 8
nach
von
Rr'yadh Abha Medina Jubail Angebot
Jeddah 6  + r z  0 3 I l l + 1 8 0 9
Dammam 3 A l 5 + 4 1 3  + 1 3  0 2 5 9
Riyadh 1  + +  0 9 z l l f f , 0 3  + t  0 2
Nacltft'ase 4 3 3 j K - 7 0
